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CH.00 | Révision de l'algebre

" B Définition 1

(G, *) est dit groupe si:
— @ posséde un élément neutre 1 pour l'opération x, c’est-a-dire que pour tout x € G, on a
lgxx=xx1g = x.
— Pourtoutz,y,z € G,ona (x xy) x 2 = x * (y * 2) (associativité).
— (@ est stable par passage a la matrice, c’est-a-dire que pour tout z € G, il existe un élément
! € Gtelquex x 27! Lz =1q.

II @ Exemplel

— Exemples triviaux: (Z, +), (Q,+), (R, +), (C, +), (R*, x), (C*, x).
— (R!,+) et (C, +) sont des groupes pour tout intervalle I C R.
(GL,(R), ) et (GL,(C), -) sont des groupes pour tout n € N*.
— (RN, 4) et (CN, +) sont des groupes.
(Sp,©) est un groupe pour tout n € N*.

:x_

Elaborons encore plus le dernier exemple sur les permutations. Considérons le cas particulier de Ss.
Sz ={id, (12),(13),(23),(123),(132)}
Linverse de la transposition (1 2) est elle-méme, en effet :
(12)0(12)=id
On remarque qu’il en est de méme pour les autres transpositions. Pour les cycles, on a:

(123)0(132) =id

I I #. Méthode (Régles de calcul)

1. Avec la notation multiplicative :

(a) Pour (G,-)ungroupeetn € N,ona:a" =g-a---aeta ™™ = (a~!)".

n fois

(b) Par convention, a’ = 1.

(c) Ya,be G, (ab)"t =b"ta" .

(d) Yn,m € Z,a"t™ = a™a™.
2. Avec la notation additive:

— Pour (G,+)un groupeetn € N*,ona:na=a+a+---+aet—na=(—a)+ (—a) +

n fois
<4 (—a).

— Vn,m € Z,na+ ma = (n+ m)a.

— Vn,m € Z,n(ma) = (nm)a = m(na).
3. Les égalités (ab)” = a™b" et n(a + b) = na + nb ne sont pas valables en général, mais

uniquement si les lois sont commutatives (groupes abéliens).



CH.00 | Révision de l'algebre

" & Dpéfinition 2 (Sous-groupe)

Soit (G, %) un groupe et H C G.On dit que H est un sous-groupe de G si:
— H estnonvide.

— H est stable par 'opération *, c’est-a-dire que pour toutz,y € H,onaxz xy € H.
— H est stable par passage a l'inverse, c’est-a-dire que pour toutz € H,onaz"! € H.

Généralement, on utilise la notion de sous-groupe pour montrer qu’un ensemble est un groupe, ce qui

est plus simple que de vérifier les trois axiomes de la définition d’un groupe. On utilise aussi souvent
la proposition ci-dessous.

II = Propriété1

Soit (G, *) un groupe et H C G tel que H # ().
H est un sous-groupede G <= pourtoutz,y € H,onaxxy~ ' € H.

|| I

— Restun sous-groupe de (C, +).
— R* estun sous-groupe de (C*, x).
— Posons U = {z € C*,|z| = 1}. U est un sous-groupe de (C*, x).

II = Propriété 2

Soit (G, ) un groupe. Soit H et K deux sous-groupes de G.
1. H N K estun sous-groupe de G.

2. HU K estunsous-groupede G <= H C Kou K C H.

Démonstration. Montrons que H N K est un sous-groupe de G. Soient z,y € H N K. On a bien

rxy ' € Hetxxy ! € K comme H et K sont des sous-groupes de G. Doncz xy~' € HN K.
Ainsi, H N K est un sous-groupe de G. O

Démonstration. Montrons que H U K est un sous-groupede G <= H C KouK C H.Dansle
sens indirect ( < ), la démonstration est triviale.

Dans le sens direct ( = ), on suppose par absurdeque H ¢ K et K ¢ H.Alorsil existe z € H tel

quex ¢ K etilexistey € Ktelquey ¢ H.Parcontre,onatoujoursz,y € HUK,doncxxy € HUK,
cequiveutdirequezy € Houxy € K.

Sizy € H,alorsy = =1 x (xy) € H, ce qui est une contradiction. Sizy € K,alorsz = (xy) xy~! €

K, ce qui est encore une contradiction. Ainsi, on a bien montré que H U K est un sous-groupe de G
<~ HCKouK C H. O

II = Propriétés

Soit I un ensemble dénombrable (éventuellement infini) et soit (H );c; une famille de sous-groupes
d’un groupe (G, *). Alors (), ; H; est un sous-groupe de G.
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" & Définition 3 (Ordre d’un groupe)

L'ordre d’un groupe G, noté |G/, est le cardinal de 'ensemble G.

I I % Théoréme1 (Théoréme de Lagrange)

Soit (G, %) un groupe fini et soit H un sous-groupe de G. Alors | H| divise |G]|.

En posant |G| = net|H| =m,onam | netdoncn = m - k pour un certain entier k € N*.
I I & Définition 4 (Sous-groupe engendré par un élément)

Soit (G, -) un groupe.
— G est dit monogeéne s’il existe un élément g € G tel que G = {¢",n € Z}. On note alors
G = (g) et on dit que g est un générateur de G (en notation additive, on écrit G = (g) =
{ng,n € Z}).
— G estun groupe cyclique si G est monogéne et fini.

II @ Exemple3

— Z = (1) = (—1) est un groupe monogene.
— U, = (e*™/™) est un groupe cyclique.
— Z/nZ = (1) est un groupe cyclique.

II (=i

On appelle le groupe monogene (g) le groupe engendré par le singleton g.

II = Propriété 4

Il s’agit du plus petit groupe contenant g.

II @ Exemple 4

Dans (Z/6Z),on a
— (1) = {IQE,ZBG} 7./6Z.
— (2) ={2,4,0}.
— (3)=1{3,0}.
— (4)={4,2,0}.
— (5)=1{5,4,3,2,1,0} = Z/61.
" & Définition 6 (Ordre d’un élément)

Soit (G, *) un groupe et g € G. L'ordre de g, noté o(g) est défini par o(g) = |(g)].
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[[ e~

— Lordre de ’élément est 1 si et seulement si c’est 'élément neutre:o(z) =1 <— z = 1.
— o(z) = ()| = {z™H| = o(x1). Eneffet, (z) = {a",n € Z} = {(z™1) ™, n € Z} = (x71).

II @ Exemple5

Dans (Z/67Z),ona:

— o(0) =1.
— o(1) =6.
— 0o(2) =3.
— o(3)=2.
— o(4) =3.
— o(5) = 6.

—

Lordre d’une
gu’exercice).

ransposition est 2 et ordre d’un cycle de longueur k est k (a démontrer en tant

" & Dpéfinition 7 (Morphisme de groupes)

Soit (G, *) et (H, -) deux groupes. Une application ¢ : G — H est un morphisme de groupes si pour
tousz,y € G,onap(z xy) = ¢o(x) - p(y).

II @ Exemple6

1. Lapplicationexp : (R, +) — (R*, x) définie par exp(z) = e* est un morphisme de groupes.
2. Lasignaturee : (Sy,0) — ({—1,1}, x) est un morphisme de groupes.

I

Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes. Alors :
1. pestinjectif <= ker(p) = ¢ 1({1x}) = {1c}.
2. pestsurjectif < Im(p) = H.
3. pestunisomorphisme <= ¢ est bijectif.

I
Soit ¢ : G — H unisomorphisme. Alors Vz € G,o(x) = o(p(x)).

Démonstration. Ona (p(x)) = {e(x)",
ona ()| = [{¢(x))], donco(z) = [(z)]

II @ Exemple?7

Soitg € G, g : Z — G définie par k — g* est un morphisme de groupes.
Le noyau ker(y,) = {k € Z,g* = 15} est un sous-groupe de (Z, +), donc ker(p,) = nZ pour un
certainn € N. L'image Im(py) = ¢4(Z) = (g) est un sous-groupe de G.

ne€Z} ={p(x"),n € Z} = ¢({x)). Comme p est bijective,
= [{p(2))| = olep(x)). O
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II W Théoréme2

Soit (G, -) un groupeetg € G.
Alorso(g) = +00 <= ¢4 estinjectifeto(g) =n € N* <= ker(¢,) = nZ.

Démonstration. Comme ker(p,) est un sous-groupe de (Z, +), il existe un unique ng € N tel que
ker(¢g) = noZ.

— Sing = 0,alorsker(py) = {0}, ce quiéquivauta l'injectivité de ¢,. L'application étantinjective,
les puissances (¢g*) ez sont deux a deux distinctes, donc |(g)| = +oc, c’est-a-dire o(g) = +oo.

— Sing € N¥, la division euclidienne par ng montre que (g) = {¢° g',..., g™ '} avec des
éléments deux a deux distincts, donc |(g)| = ng. Par unicité du générateur positif d’un sous-
groupe de Z, on a pour toutn € N*:

o(g) =n < ng=n < ker(py) =nZ.

Pour récapituler, pour un ordre infini,on a::
o(g) = +o0 <= g4 estinjectif
= ker(p,) = {0}
— VkeZ',g"#1¢g <~ (g) estinfini

... et pour un ordre fini,on a:
o(g) =n e N < ker(py) =nZ
<= (4 est non-injectif
= VkeZg"=1g < n|k
<« n=min({k € N*, ¢* = 15})

[[ e N

Si, pour un élément = € G, Uordre de z est fini o(x) < +o0, alors ker(y,) = o(x)Z et Vk € Z, 2% =
lg < o(x) | k.

II A: Exercice 1

Posons ¢, : Z — (z) définie par k — .
Déterminer l'ordre de (1, 1) dans (Z/nZ, Z/mZ, +).

II ¥ Corollaire1

Pour (G, -) un groupe et x € G, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. x estd’ordren

2. n=min(k € N*, 2% = 15) oun = min(k € N* kx = 0¢)
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3.\Vke Z,aF =1 = n|kloulVke Zkx =0 = n | k

Il est recommandé de bien assimiler la preuve du théoreme de Lagrange et la démonstration du co-
rollaire .

II A Exercice 2

Soit a, b € G d’ordres finis n, m respectivement avec G un groupe abélien.

1. Montrer que ab est aussi d’ordre fini divisant le ppcm de n et m.

2. Montrer que o(a*) ) Pourtoutk € Z*.

- pgcdn(
3. Si{a) N (b) = {1¢}, montrer que o(ab) = ppcm(n,m).

[ corecion N

1. Ona (ab)ppcm("’m) = gppem(nm)pppem(nm) — 1.1~ = 14 sachant quen V m = kn
k'm avec k,k’ € Z et que G est un groupe abélien donc a et b commutent. Donc o(ab) |
ppcm(n, m).

2. Nous allons démontrer que Vp € Z, (a*)? = 16 = 2 | p.

a"? =1 = o(a) | kp

n | kp
n=adetk=pfdavecaANpf=1
gl | Bilp

a | pBp
a | p d’aprés le théoréme de Gauss et sachantquea A =1

d=nANk

NN

oy
dp

3. recop

4. recop

II A Attention!

Ce qui vient d’étre abordé n’est valable que dans un groupe abélien!

[[ e N

En général, o(ab) # o(a) V o(b) et o(ab) # o(a)o(b). Par exemple, pour un z € G avec (G, ) un
groupe,onao(z) = neto(z™') = n,maiso(zz™!) = o(lg) = 1 #nVvn = neto(zz™!) =
o(lg) =1#n-n=n
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I I & Définition 8 (Générateurs d’un groupe cyclique)

Les générateurs d’un groupe cyclique sont les éléments dont l'ordre est exactement égal a 'ordre du
groupe.

[[ remerae N

L'ordre des éléments d’un groupe sont les diviseurs de l'ordre du groupe (s’il est fini). En effet, si G
est un groupe d’ordre n et g € G tel que g™ = 1, alors o(g) | n d’apres le théoreme de Lagrange.

II = Propriété7

SoitG = (x) = {1,z,22,...,2" " '}. Les générateurs de G sont les éléments ¥ telsque k € [1,n] et
pged(k,n) = 1. On peut aussi prendre k € N* et effectuer des divisions euclidiennes pour ramener
k dans lintervalle [1,n] (ce n’est pas une condition nécessaire).

II A Exercice 3

Soit (G, -) un groupe cyclique et H un sous-groupe de GG. Montrer que H est cyclique.
Indice : étudier {k € Z,a* € H}

[ corecin

On remarque que {k € Z,a* € H} est un sous-groupe de (Z, +), donc il est de la forme nZ pour
n = min(N* N A). Il faut maintenant montrer que H est cyclique. On sait que H est généré par a™.
Par définition de n, o™ € H, etdonc (a™) C H.

Réciproquement, soit z € H quelconque. H est un sous-groupe de GG, donc z € G. recop <3



