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CH. 00 | Révision de l’algèbre

Définition 1

(G, ∗) est dit groupe si :
— G possède un élément neutre 1G pour l’opération ∗, c’est‑à‑dire que pour tout x ∈ G, on a

1G ∗ x = x ∗ 1G = x.
— Pour tout x, y, z ∈ G, on a (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) (associativité).
— G est stable par passage à la matrice, c’est‑à‑dire que pour tout x ∈ G, il existe un élément

x−1 ∈ G tel que x ∗ x−1 = x−1 ∗ x = 1G.

Exemple 1

— Exemples triviaux : (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (R∗,×), (C∗,×).
— (RI ,+) et (CI ,+) sont des groupes pour tout intervalle I ⊂ R.
— (GLn(R), ·) et (GLn(C), ·) sont des groupes pour tout n ∈ N∗.
— (RN,+) et (CN,+) sont des groupes.
— (Sn, ◦) est un groupe pour tout n ∈ N∗.

Élaborons encore plus le dernier exemple sur les permutations. Considérons le cas particulier de S3.

S3 = {id, (1 2), (1 3), (2 3), (1 2 3), (1 3 2)}

L’inverse de la transposition (1 2) est elle‑même, en effet :

(1 2) ◦ (1 2) = id

On remarque qu’il en est de même pour les autres transpositions. Pour les cycles, on a :

(1 2 3) ◦ (1 3 2) = id

Méthode (Règles de calcul)

1. Avec la notationmultiplicative :
(a) Pour (G, ·) un groupe et n ∈ N∗, on a : an = a · a · · · a︸ ︷︷ ︸

n fois

et a−n = (a−1)n.

(b) Par convention, a0 = 1G.
(c) ∀a, b ∈ G, (ab)−1 = b−1a−1.
(d) ∀n,m ∈ Z, an+m = anam.

2. Avec la notation additive :
— Pour (G,+) un groupe et n ∈ N∗, on a : na = a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n fois

et−na = (−a) + (−a) +

· · ·+ (−a).
— ∀n,m ∈ Z, na+ma = (n+m)a.
— ∀n,m ∈ Z, n(ma) = (nm)a = m(na).

3. Les égalités (ab)n = anbn et n(a + b) = na + nb ne sont pas valables en général, mais
uniquement si les lois sont commutatives (groupes abéliens).
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Définition 2 (Sous‑groupe)

Soit (G, ∗) un groupe etH ⊂ G. On dit queH est un sous‑groupe deG si :
— H est non vide.
— H est stable par l’opération ∗, c’est‑à‑dire que pour tout x, y ∈ H , on a x ∗ y ∈ H .
— H est stable par passage à l’inverse, c’est‑à‑dire que pour tout x ∈ H , on a x−1 ∈ H .

Généralement, onutilise lanotionde sous‑groupepourmontrer qu’unensemble est ungroupe, cequi
est plus simple que de vérifier les trois axiomes de la définition d’un groupe. On utilise aussi souvent
la proposition ci‑dessous.

Propriété 1

Soit (G, ∗) un groupe etH ⊂ G tel queH 6= ∅.
H est un sous‑groupe deG ⇐⇒ pour tout x, y ∈ H , on a x ∗ y−1 ∈ H .

Exemple 2

— R est un sous‑groupe de (C,+).
— R∗ est un sous‑groupe de (C∗,×).
— PosonsU = {z ∈ C∗, |z| = 1}.U est un sous‑groupe de (C∗,×).

Propriété 2

Soit (G, ∗) un groupe. SoitH etK deux sous‑groupes deG.
1. H ∩K est un sous‑groupe deG.
2. H ∪K est un sous‑groupe deG ⇐⇒ H ⊂ K ouK ⊂ H .

Démonstration. Montrons que H ∩ K est un sous‑groupe de G. Soient x, y ∈ H ∩ K. On a bien
x ∗ y−1 ∈ H et x ∗ y−1 ∈ K commeH etK sont des sous‑groupes deG. Donc x ∗ y−1 ∈ H ∩ K.
Ainsi,H ∩K est un sous‑groupe deG.

Démonstration. Montrons queH ∪ K est un sous‑groupe de G ⇐⇒ H ⊂ K ouK ⊂ H . Dans le
sens indirect ( ⇐= ), la démonstration est triviale.

Dans le sens direct ( =⇒ ), on suppose par absurde queH 6⊂ K etK 6⊂ H . Alors il existe x ∈ H tel
quex /∈ K et il existe y ∈ K tel que y /∈ H . Par contre, ona toujoursx, y ∈ H∪K, doncx∗y ∈ H∪K,
ce qui veut dire que xy ∈ H ou xy ∈ K.

Si xy ∈ H , alors y = x−1 ∗ (xy) ∈ H , ce qui est une contradiction. Si xy ∈ K, alors x = (xy) ∗ y−1 ∈
K, ce qui est encore une contradiction. Ainsi, on a bien montré queH ∪K est un sous‑groupe deG
⇐⇒ H ⊂ K ouK ⊂ H .

Propriété 3

Soit I un ensemble dénombrable (éventuellement infini) et soit (H)i∈I une famille de sous‑groupes
d’un groupe (G, ∗). Alors

⋂
i∈I Hi est un sous‑groupe deG.
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Définition 3 (Ordre d’un groupe)

L’ordre d’un groupeG, noté |G|, est le cardinal de l’ensembleG.

Théorème 1 (Théorème de Lagrange)

Soit (G, ∗) un groupe fini et soitH un sous‑groupe deG. Alors |H| divise |G|.
En posant |G| = n et |H| = m, on am | n et donc n = m · k pour un certain entier k ∈ N∗.

Définition 4 (Sous‑groupe engendré par un élément)

Soit (G, ·) un groupe.
— G est dit monogène s’il existe un élément g ∈ G tel que G = {gn, n ∈ Z}. On note alors

G = 〈g〉 et on dit que g est un générateur de G (en notation additive, on écrit G = 〈g〉 =
{ng, n ∈ Z}).

— G est un groupe cyclique siG est monogène et fini.

Exemple 3

— Z = 〈1〉 = 〈−1〉 est un groupemonogène.
— Un = 〈e2iπ/n〉 est un groupe cyclique.
— Z/nZ = 〈1̄〉 est un groupe cyclique.

Définition 5

On appelle le groupemonogène 〈g〉 le groupe engendré par le singleton g.

Propriété 4

Il s’agit du plus petit groupe contenant g.

Exemple 4

Dans (Z/6Z), on a :
— 〈1̄〉 = {1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄, 0̄} = Z/6Z.
— 〈2̄〉 = {2̄, 4̄, 0̄}.
— 〈3̄〉 = {3̄, 0̄}.
— 〈4̄〉 = {4̄, 2̄, 0̄}.
— 〈5̄〉 = {5̄, 4̄, 3̄, 2̄, 1̄, 0̄} = Z/6Z.

Définition 6 (Ordre d’un élément)

Soit (G, ∗) un groupe et g ∈ G. L’ordre de g, noté o(g) est défini par o(g) = |〈g〉|.
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Remarque

— L’ordre de l’élément est 1 si et seulement si c’est l’élément neutre : o(x) = 1 ⇐⇒ x = 1G.
— o(x) = |〈x〉| = |〈x−1〉| = o(x−1). En effet, 〈x〉 = {xn, n ∈ Z} = {(x−1)−n, n ∈ Z} = 〈x−1〉.

Exemple 5

Dans (Z/6Z), on a :
— o(0̄) = 1.
— o(1̄) = 6.
— o(2̄) = 3.
— o(3̄) = 2.
— o(4̄) = 3.
— o(5̄) = 6.

L’ordre d’une transposition est 2 et l’ordre d’un cycle de longueur k est k (à démontrer en tant
qu’exercice).

Définition 7 (Morphisme de groupes)

Soit (G, ∗) et (H, ·) deux groupes. Une applicationφ : G → H est unmorphisme de groupes si pour
tous x, y ∈ G, on a φ(x ∗ y) = φ(x) · φ(y).

Exemple 6

1. L’application exp : (R,+) → (R∗,×) définie par exp(x) = ex est unmorphisme de groupes.
2. La signature ε : (Sn, ◦) → ({−1, 1},×) est unmorphisme de groupes.

Propriété 5

Soit φ : G → H unmorphisme de groupes. Alors :
1. φ est injectif ⇐⇒ ker(φ) = φ−1({1H}) = {1G}.
2. φ est surjectif ⇐⇒ Im(φ) = H .
3. φ est un isomorphisme ⇐⇒ φ est bijectif.

Propriété 6

Soit φ : G → H un isomorphisme. Alors ∀x ∈ G, o(x) = o(φ(x)).

Démonstration. On a 〈φ(x)〉 = {φ(x)n, n ∈ Z} = {φ(xn), n ∈ Z} = φ(〈x〉). Comme φ est bijective,
on a |〈x〉| = |〈φ(x)〉|, donc o(x) = |〈x〉| = |〈φ(x)〉| = o(φ(x)).

Exemple 7

Soit g ∈ G, φg : Z → G définie par k 7→ gk est unmorphisme de groupes.
Le noyau ker(φg) = {k ∈ Z, gk = 1G} est un sous‑groupe de (Z,+), donc ker(φg) = nZ pour un
certain n ∈ N. L’image Im(φg) = φg(Z) = 〈g〉 est un sous‑groupe deG.
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Théorème 2

Soit (G, ·) un groupe et g ∈ G.
Alors o(g) = +∞ ⇐⇒ φg est injectif et o(g) = n ∈ N∗ ⇐⇒ ker(φg) = nZ.

Démonstration. Comme ker(φg) est un sous‑groupe de (Z,+), il existe un unique n0 ∈ N tel que
ker(φg) = n0Z.

— Sin0 = 0, alorsker(φg) = {0}, cequi équivautà l’injectivitédeφg. L’applicationétant injective,
les puissances (gk)k∈Z sont deux à deux distinctes, donc |〈g〉| = +∞, c’est‑à‑dire o(g) = +∞.

— Si n0 ∈ N∗, la division euclidienne par n0 montre que 〈g〉 = {g0, g1, . . . , gn0−1} avec des
éléments deux à deux distincts, donc |〈g〉| = n0. Par unicité du générateur positif d’un sous‑
groupe de Z, on a pour tout n ∈ N∗ :

o(g) = n ⇐⇒ n0 = n ⇐⇒ ker(φg) = nZ.

Pour récapituler, pour un ordre infini, on a :

o(g) = +∞ ⇐⇒ φg est injectif
⇐⇒ ker(φg) = {0}
⇐⇒ ∀k ∈ Z∗, gk 6= 1G ⇐⇒ 〈g〉 est infini

... et pour un ordre fini, on a :

o(g) = n ∈ N∗ ⇐⇒ ker(φg) = nZ
⇐⇒ φg est non‑injectif
⇐⇒ ∀k ∈ Z, gk = 1G ⇐⇒ n | k
⇐⇒ n = min({k ∈ N∗, gk = 1G})

Remarque

Si, pour un élément x ∈ G, l’ordre de x est fini o(x) < +∞, alors ker(φx) = o(x)Z et ∀k ∈ Z, xk =
1G ⇐⇒ o(x) | k.

Exercice 1

Posons φx : Z → 〈x〉 définie par k 7→ xk.
Déterminer l’ordre de (1̄, 1̂) dans (Z/nZ,Z/mZ,+).

Corollaire 1

Pour (G, ·) un groupe et x ∈ G, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. x est d’ordre n
2. n = min(k ∈ N∗, xk = 1G) ou n = min(k ∈ N∗, kx = 0G)
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3. ∀k ∈ Z, xk = 1 =⇒ n | k ou ∀k ∈ Z, kx = 0 =⇒ n | k

Il est recommandé de bien assimiler la preuve du théorème de Lagrange et la démonstration du co‑
rollaire .

Exercice 2

Soit a, b ∈ G d’ordres finis n,m respectivement avecG un groupe abélien.

1. Montrer que ab est aussi d’ordre fini divisant le ppcm de n etm.
2. Montrer que o(ak) = n

pgcd(n,k) pour tout k ∈ Z∗.

3. Si 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {1G}, montrer que o(ab) = ppcm(n,m).

Correction

1. On a (ab)ppcm(n,m) = appcm(n,m)bppcm(n,m) = 1G1G = 1G sachant que n ∨ m = kn =
k′m avec k, k′ ∈ Z et que G est un groupe abélien donc a et b commutent. Donc o(ab) |
ppcm(n,m).

2. Nous allons démontrer que ∀p ∈ Z, (ak)p = 1G =⇒ n
n∧k | p.

akp = 1G =⇒ o(a) | kp
=⇒ n | kp

d = n ∧ k =⇒ n = αd et k = βd avec α ∧ β = 1

=⇒ α�Ad | β�Adp
=⇒ α | βp
=⇒ α | p d’après le théorème de Gauss et sachant que α ∧ β = 1

=⇒ n

d
| p

3. recop
4. recop

Attention!

Ce qui vient d’être abordé n’est valable que dans un groupe abélien !

Remarque

En général, o(ab) 6= o(a) ∨ o(b) et o(ab) 6= o(a)o(b). Par exemple, pour un x ∈ G avec (G, ·) un
groupe, on a o(x) = n et o(x−1) = n, mais o(xx−1) = o(1G) = 1 6= n ∨ n = n et o(xx−1) =
o(1G) = 1 6= n · n = n2.
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Définition 8 (Générateurs d’un groupe cyclique)

Les générateurs d’un groupe cyclique sont les éléments dont l’ordre est exactement égal à l’ordre du
groupe.

Remarque

L’ordre des éléments d’un groupe sont les diviseurs de l’ordre du groupe (s’il est fini). En effet, siG
est un groupe d’ordre n et g ∈ G tel que gn = 1, alors o(g) | n d’après le théorème de Lagrange.

Propriété 7

SoitG = 〈x〉 = {1, x, x2, . . . , xn−1}. Les générateurs deG sont les élémentsxk tels quek ∈ [[1, n]] et
pgcd(k, n) = 1. On peut aussi prendre k ∈ N∗ et effectuer des divisions euclidiennes pour ramener
k dans l’intervalle [[1, n]] (ce n’est pas une condition nécessaire).

Exercice 3

Soit (G, ·) un groupe cyclique etH un sous‑groupe deG. Montrer queH est cyclique.
Indice : étudier {k ∈ Z, ak ∈ H}

Correction

On remarque que {k ∈ Z, ak ∈ H} est un sous‑groupe de (Z,+), donc il est de la forme nZ pour
n = min(N∗ ∩ A). Il faut maintenant montrer queH est cyclique. On sait queH est généré par an.
Par définition de n, an ∈ H , et donc 〈an〉 ⊂ H .
Réciproquement, soit x ∈ H quelconque.H est un sous‑groupe deG, donc x ∈ G. recop <3
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